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 الگوریتم 
مختصری در این باره را عینا از    .اصطلاح الگوریتم به نظر ریشه در نام خوارزمی دارد

 . کنیمنقل میاز دوازده قرن پیش  کتاب جبر و مقابله وی  

عشرة أجذاره یعدل تسعة    فمثل قولك مال و الأموال والجذور التي تعدل العدد فأما

معناه أی مال إذا زدت علیه مثل عشرة أجذاره بلغ ذلك کله تسعة   وثلاثین درهماً و

 . وثلاثین

المسألة خمسة فتضربها فی مثلها فتکون    فقیاسه أن تنصف الأجذار و هی فی هذه 

  خمسة وعشرین فتزیدها على التسعة والثلاثین فتکون أربعة وستین فتأخذ جذرها و 

هو جذر المال الذی    هو خمسة فیبقى ثلاثة و  هو ثمانیة فتنقص منه نصف الأجذار و

 .المال تسعة  ترید و

  830  خورشیدی،  209،  قمری  215  محمد بن موسی الخوارزمی، جبر و مقابله  -شش

 میلادی 
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 ، مفرد: عدد ثابت  𝑥2، مال:  xجذر:  

 شوند:  ها و جذرهایی که با عددی برابر میاما مال 

شود،  اگر بگویی: یك مال، به اضافة ده جذر از آن مال، با سی و نه درهم برابر می 

مقصود آن است که اگر به مالی به اندازة ده جذر از آن مال افزوده شود مجموع آن  

 .شود سی و نه درهممی

مقدار نصف آن در این مسئله پنج    –راه حل آن چنین است: باید جذرها را نصف کنی  

این صورت حاصل   –شود  می ضرب  و آن نصف را در مانند خودش ضرب کنی، در 

گاه این عدد را بر سی و نه بیفزایی، مجموعه شصت و چهار  آن  .شودبیست و پنج می

گاه نیمی از شمارة جذرها  شود، آن هشت می  گیری، شود، سپس جذر این عدد را میمی

ماند، و همین کنی که در نتیجه سه باقی میرا که عبارت باشد از پنج، از آن کم می

   .عدد سه، جذر مال مورد نظر است، و آن مال نه است

تلخیص سخن شیخ: توصیف الگوریتم برای حل نوع خاصی از معادلات درجه دو با  

𝑥2استفاده از مثال   + 10𝑥 = 39 

𝑥2 + 10𝑥 = 39 ⟹ (𝑥 + 5)2 = 39 + 25 = 64; 

𝑥 + 5 = 8 ⟹ 𝑥 = 3; 𝑥2 = 9 

 1363مقابله، حسین خدیوجم،  و  م خوارزمی، جبر  

خوارزمی این مسئله را  .های حل الگوریتمی دانستتوان از نمونه روش حل بالا را می

  یکی روش    این  .حل کرد  امروزی  نمادین  جبر  با  نه و  به روش هندسی »تکمیل مربع«  

های مشخص، بدون ابهام، و  گام   با تفکر الگوریتمی از  شدهثبت   هاینمونه   نخستین  از

شده  اخذ  با آنکه واژه الگوریتم از نام خوارزمی    .است  ای از مسائلقابل تکرار برای دسته

قدیمی بسیار  الگوریتم  مفهوم  خود  استاست،  نمونه  .تر  نخستین  از  های  یکی 



 طراحی الگوریتم

علیه مشترک دو  ترین مقسوم شده آن، الگوریتم اقلیدس برای محاسبه بزرگ شناخته 

 .عدد است که بیش از دو هزار سال پیش در کتاب اصول اقلیدس آمده است

منجر به تلاش افرادی    .شودروش حل خوارزمی با ترجمه به لاتین و اروپا منتقل می

در نتیجه اندک اندک به معنای هر گونه روش محاسباتی    .شودبا حساب عددی می 

    .شودمی   اطلاقروشمند  
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بین »الگوری  منازعة  به  بهره های »روح حساب«  اعداد  نوشتن  از  نو که  و    برندمی  « 

شمارش »چرتکه  جداول  با  سنتی  می اندازان«  فلسفه   .نگردشان  مروارید  از  برگفته 

Margarita Philosophica  ،مسیحی   1504، اثر گرگور رایش 



 طراحی الگوریتم

   .ای از مسائل استمعنی لغوی آن روش مخصوص حل دسته  سخن کوتاه،

»حساب کردن    یبه معنا  قاًیدق  ن یدر لات  algorithmus  اصطلاح  انه،یم  یهاسده   در

  ی که روش سنت abacusدر مقابل و بود،  «10دستگاه شمارش بر پایه با استفاده از 

  ی معنا جیدر اروپا، به تدر یاما با ترجمه و نشر آثار خوارزم .شدی با چرتکه را شامل م

  د ی کتاب »مروار  یلاد یم  1517تا    1503های  در سال   .افتیگسترش    اصطلاح  نیا

( بارها  Gregor Reisch)  شی( اثر گرگور راMargarita Philosophicaفلسفه« )

 ی خیسند تار  نیترن ینماد  ،در بالا آماده استکتاب که    نیمعروف ا  ریتصو  .شدمنتشر  

»الگور منازعه  »چرتکه  ها«ست یاز  استو  ا  .اندازان«    وس« ی»بوئت  ر،یتصو  نیدر 

(Boethiusف ارقام    هاستست یالگور  ندهینما  یروم  لسوفی(  و  کاغذ  و  قلم  با  که 

اندازان است  چرتکه   ندهینما  ثاغورس«یو »ف  کندیمحاسبه م  تاییدستگاه شمارش ده 

  ی روز یبا پ  تینبرد در نها  نیا  .کندی( کار مCalculi)  زهیرکه با گرد و غبار و سنگ

 . دیرس  انی( به پادهیارقام ده )  یتمیقاطع روش الگور

نپر،  د )جان  »لگاریتم«  واژه  از  تأثیر  به  هفدهم،  سده  به (  1614ر  تمایل  نیز  و 

نیز از    دال آنو  تغییر یافت،   Algorithm به Algorism نمایی، صورت واژه ازیونانی 

مرحله و روشمند اطلاق  به »روش محاسبه با ارقام« فراتر رفت و به هر فرایند مرحله

 . شد

رایانه  هر  از ساخت  پیشتر  آدا لاولشمسی  1222حدود  ای در  کمی    ن یخستن  سی ، 

برا   تمیالگور بر رو  یرا  باب  « یلیتحل  نی »ماش  یاجرا    ی برا   یاو روش  .نوشت  جیچارلز 

  نیاو را نخست  ل،یدل  نیهمبه    .عرضه کرد  نیماش  نیبا استفاده از ا  یمحاسبه اعداد برنول

اما    ،رچنده  .دانندیم  خیتار  سینوبرنامه  نشد،  ساخته  هرگز  تحلیلی  ماشین 

 . ماشین بود  باهای او حاوی نخستین الگوریتم منتشر شده برای اجرا  یادداشت 

ورینگ نشان داد  ت .دادرخ  تمیدر مفهوم الگور نیادیبن یانقلابشمسی  1310دهه در 

و استیون  رچ  همزمان، آلونزو چ  .هر الگوریتم قابل تعریف به عنوان ماشین تورینگ است
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این سه   .لامبدا و توابع بازگشتی ارائه دادند  جبرهای معادلی با  تعریف  Kleene کلین

ثمره   .دهند که بنیان نظری علم رایانش استتورینگ« را شکل می-چرچ تز تعریف »

ماشین تورینگ مدلی انتزاعی اما دقیق از محاسبه  چنین تحقیقاتی به این منجر شد که  

رایانش    .شد   ای مجموعه   با  توانمی  را  تصور  قابل  مکانیکیهمچنین روشن شد هر 

فقط »روش«   گرید  تمیپس، الگور  نیاز ا  .کرد  سازی شبیه  هادستورالعمل   از  متناهی

 .اثبات کرد  یو حت  ،لیآن را مطالعه، تحل  توانیکه م  شد  «یاضیر  ایشی بلکه »  ؛نبود

منتقل   هانیکاغذ به درون ماش  یاز رو  هاتمیالگور  ،ی کیالکترون  یهاانهیاختراع را  با

  ن ی ادیبن  یهاتمیاز الگور  یطوفان  یلادی م  1960تا    1940دهه  های مابین  در سال   .شدند

« را  یادغامسازی  مرتب»  تمیالگور    مانیجان فون نو1945در سال    .شوندیم  داریپد

سال    .کردابداع   دانتز  1947در  »س  گیجرج  برا   «مپلکسیروش  مسائل    یرا  حل 

هافمن«    ی»کدگذار  تمیالگور  هافمن  دیوید  1952در سال    .دادارائه    یخط  یساز نهیبه

معروف خود   تمیالگور کستراید 1956در سال  .کردها ابداع داده  یسازفشرده  یرا برا 

  های سامانه در  حتی امروزه  که    کرددر گراف را منتشر    ریمس  نیترکوتاه  افتنی  یبرا 

م  اسیپی ج  چون  یابیریمس سال       .شودیاستفاده  الگور  یتون  1962در    تمیهور 

  وتر یدر علم کامپپرکاربرد    یهاتم یالگور  به یکی ازکه    کرد  یرا معرف  عی سر  یسازمرتب 

  . اندایجاد شده   یافزارنرم  یهاستمیاز س  یاربسی  ةامروزه هست  هاتمیالگور  نیا  .بدل شد

دهه در  باید سریع    1970و    1960های  همچنین  »الگوریتم چقدر  اساسی  پرسش 

بزرگ )کنوث(، مفهوم  -Oدر این دوره مفاهیم مهمی مانند نماد    .باشد؟« مطرح شد

لوین( شکل  -)کوک  NPدر برابر    Pزمان اجرا یا پیچیدگی زمانی، و مسئلة تاریخی  

این دوره الگوریتم را نه فقط از نظر ماهیت، بلکه از نظر کارآمدی نیز موضوع    .گرفتند

 . مطالعه قرار داد

  ی هاتمیالگور  .گرفت  یفزون  هاتم یالگور  تیو اهم  یدگیچیپ  یلادیم  2000تا    1970از  

های دیگران  پایه تلاش بر  را    تالیجیارتباطات د  ت ی( امن1977)  RSAمانند    ی رمزنگار

( با  1998  سیجستجو مانند گوگل )تاس  یموتورها  .ساختممکن  و ابداع مخترعان  
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دسترس  یانقلاب  PageRank  یبندرتبه  تمیالگور اطلاع   یدر    . کردند  جادی ا  اتبه 

برای پردازش  (  2000)گوگل، اوایل     MapReduce مانند  شدههای توزیع الگوریتم

الگوریتم  .به کار رفت  های عظیمداده  ها حتی هایی به زندگی روزمرة میلیونچنین 

 . شدوارد    نفر  میلیاردها

در    .رسیده استهوشمند« فرا    یهاتمی»الگور  از دهه هشتاد شمسی به بعد روزگار

کاسپاروف،    ی گر  ام،یبی ( از شرکت آDeep Blueبلو )  پ ید  وتریکامپ  1997سال  

در    نیماش  كیاست که    یبار  نینخست  نیا  .دهدی قهرمان شطرنج جهان، را شکست م

بلو از یادگیری ماشین استفاده  دیپ   .کردقهرمان جهان را مغلوب    ،ی رسم  ایمسابقه 

مبتنی بر جستجوی گسترده و ارزشیابی  بر الگوهای دیگر هوش مصنوعی نکرد، بلکه 

بوددست  بعد    1389از سال    .ساخت  پا  قیعم  یریادگیو    نیماش  یریادگیبه    ه یبر 

شبکه   ییهاتمیالگور ا  عصبی  یهامانند  دهه    هیاول  دهیکه  به    شمسی   1320آن 

پردازش سیگنال و زبان  کارآمدی فراوانی در حوزه  گردد،ی بازم بینائی ماشین،  های 

ها  بلکه از داده   ،ستندین  حیدستورات صر  رویصرفاً پ  گرید  هاتمیالگور  .طبیعی نشان دادند

گیری تقریبی اما کارآمد انجام  تصمیم، و  کنندمی الگوها را کشف  ،  «،رندیگیم  ادی»

ها، نظریه  در کنار این پیشرفت  .منتشر شد  ChatGPT  باتچت   1401در سال    .دهند

برخی مسائل   دهندنشان می( NPو  P بزرگ، 𝑂 مفاهیمی مانند رایانشی )پیچیدگی 

های عظیم  ها در مقابل خطا یا داده تر از دیگران هستند و برخی الگوریتم ذاتاً سخت 

بزرگ که    یبر مدل زبان  یمبتن  ستمیس  نیا  .دهندرفتارهای جالبی از خود نشان می 

کند و    دیبه انسان تول   هیشب  یتوانست متون  هاست،تمیاز الگور  یمیخود مجموعه عظ

   .دیجلب نما  درنم  یهاتمیالگور  سابقهیرا به قدرت ب  یتوجه جهان

ها  های عظیم و بزرگ و جریان داده های هوش مصنوعی، وجود داده در کنار پیشرفت 

هایی شد که در ازای میزان قابل کنترلی از خطا فضا و زمان  موجب توجه به الگوریتم 

   .ها برای استخراج و مدیریت داده دارا باشندکمتری را در پردازش داده 
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داده هم عظیم  رشد  با  الگوریتمزمان  از  جدید  نوعی  درهمها  ها،  های  سازی مانند 

پدید آمدند که    MapReduce  کمینه،-لگ، طرح شمارشتصادفی، فیلتر بلوم، ابرلگ 

دهند و در  شدت کاهش می شده، حافظه و زمان را به در ازای مقداری خطای کنترل 

   .شوند های بزرگ اینترنتی استفاده میمقیاس 

گام و قابل  بهای متناهی، دقیق، گام امروز در علم رایانش، الگوریتم به صورت مجموعه 

دستورالعمل  از  کهاجرا  می  هاست  مشخص  تولید  ،  گیردورودی  مشخص  خروجی 

سال تحول    1200تعریف مذکور بیش از    .شوددر زمان متناهی متوقف می،  کندمی

 . تاریخی است

با    یلادیم  دوم شمسی و قرن نهمبزرگ در قرن    یاز خوارزم  تم«یبا نام »الگور  نچهآ

𝑥2معادلاتی از قبیل  حل    +  10𝑥 = ساله را    ستیهزار و دو  گذاریآغاز شد،    39 

( بود که به  ی)خوارزمدانشمندی  (، نام  15تا    9)قرن    ،در آغاز   .پشت سر گذاشته است

هر    ی(، به معنا19تا    16)قرن  ،  انهیدر م  .اطلاق شد  دهیده روش محاسبه با ارقام  

)قرن    جدیددر دوران    .گشت  لیتبد  یاضیحل مسائل ر  یمند برا گام و نظام بهروش گام 

یافت(،  20 پیچیدگی  نظریه  و  تورینگ  ماشین  قالب  در  دقیقی  به هسته   تعریف  و 

کامپ  یمرکز  شد  وتریعلم  )قرن  زمان  در    .بدل  الگوریتم21حاضر  موجودیتی    ( 

از    .گیرد، و در زندگی دیجیتال نقش داردگیرد، تصمیم میکه یاد می   است  محاسباتی

بشر    یاز زندگ  یبخش  چیهنر، ه  دیو تول  یماریب  صیهمراه تا تشخ  یدر گوش  یابیریمس

نام    یکه روزگار  یاواژه   ب،یترت  نیبد  .دور نمانده است  هاتمیامروز از دسترس الگور

شده    لیتبد  تالیجیتمدن د  میمفاه  نیتری ادیاز بن  یکیبود، اکنون به    یرانی ا  دانیاضیر

   .است

موارد زیر دو    .واژة »مسئله« به معنای پرسشی که به دنبال پاسخی برای آن هستیم

 .هستند  از مسئلهمثال  

 مرتب کردن افزایشی فهرستی از چند عدد  -
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 بررسی حضور عددی در فهرست داده شده  -

   . متر هستندااند و معروف به پار مسئله دارای متغیرهایی است که مقدار معینی نگرفته

 فهرست و طول آن سازی:  مترهای مرتب ا پار -

 ن و عدد منظور فهرست و طول آ های جستجو:  پارامتر  -

  ی که هر یك با تخصیص مقدار ای است هر مسئله دارای رده به دلیل داشتن پارامتر، 

ای  حل نمونه راه   .خوانیمهر تخصیص خاص را یك نمونه می   .گرددمتر تعیین می ا به پار

   .ئله در رابطه با آن نمونه استسش مرس پاسخ به پ  از یك مسئلهْ

 ای از مثال نخست نمونه 

𝑆فهرست   - = [10, 12, 1, 5, 14, 15, 𝑛و    [7 = آن    .7 پاسخ 

[1,5,7,10, 12,14, 15] 

 ای از مثال دوم نمونه  

𝑆فهرست   - = [10, 12, 1, 5, 14, 15, 𝑛و    [7 = آن  .x=5و    7  پاسخ 

 موجود است«   Sدر    x»آری،  

توان  ة معمول نمی لزوما به شیو  .ی هزاران عضو باشدرست دارا هفکنید  حال فرض  

 .اعمال کرد  توان در رایانه میرا ن  انسانیایی  ضهمچنین شیوه اقت  .پاسخ را یافت

ای را حل کند، نیاز به تدوین  هایی از مسئله ای که نمونه جاد برنامه رایانه یجهت ا

رویه گام به گام   . دهی به هر نمونه داریمجهت پاسخرویة عمومی و گام به گام  

  .کندکنیم که الگوریتم مسئله را حل می اظهار می  و  را الگوریتم خوانیم

را با هر عضو فهرست   x  با شروع از عضو اول فهرست .الگوریتم مثال دوم  -مثال

سخ آری  افت شد پاگر یا  .یافته شود یا فهرست به اتمام رسد  xتا    مقایسه کن
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ی مانند پیچیدگی نوشتن و غیرصوری  دارای معایب  الگوریتم بالا  .وگرنه پاسخ نه

 بودن است. 

  تعریف غیرصوری الگوریتم   .پس تاکنون تعریفی شهودی از الگوریتم به دست داده شد  .

ی را به زبان دقیق و با  ر که مراحل مختلف انجام کااست  ملی  العردر رایانش »دستو

ل روشن و شرط خاتمة عملیات نیز حجزئیات کافی به نحوی بیان کند که ترتیب مرا

و دارای    ،پذیراجرا   ،غیرمبهم  ،ای متناهی از مراحل مجموعه  ، الگوریتمپس  «.کار باشدشآ

 شرط خاتمه است.  

 الگوریتم است؟   «حدس»  آیا  -تمرین

 .پذیردالگوریتم و مطالعة آن به دلایل زیر انجام می  های مطالعه الگوریتم:زمینه

حریصانه،   - غلبه،  و  تقسیم  ریاضی،  استقراء  از  اعم  الگوریتم:  طراحی 

توان نگاه به طراحی  البته می  .یسی پویا، پسگرد، انشعاب و تحدیدنوبرنامه 

دید  صورت  دو  به  را  طبقه  ،الگوریتم  همچون  یا  فنون  اساس  بر  بندی 

سازی و پیمایش  ای خاص مانند مرتب نویسی پویا و یا توجه به مسئلهبرنامه 

   .گراف

در صورتی درست است  الگوریتم : ها()اثبات درستی الگوریتم  اعتبارسنجی -

   .خروجی متناظر درست را پاسخ دهد   )هر نمونهْ(که به ازای هر ورودیْ

الگوریتم در زمان اجرا روی    :)تحلیل مقدم، ارزیابی کارایی(  تحلیل الگوریتم -

ذخیره  جهت  حافظه  از  داده پردازنده  و  برنامه  می سازی  استفاده    .کندها 

الگوریتم به فرایندی اطلاق می شود که میزان پیچیدگی زمان و تحلیل 

   .کنددگی فضا اجرای الگوریتم را بررسی مییپیچ

 سازی پیاده  -

گیری کارایی  )اندازه   یلینگ برنامهازدایی و پروفآزمون برنامه شامل اشکال  -

 و تحلیل موخر( 



 طراحی الگوریتم

o و  وپر ورودی  داده  مجموعه  بر  برنامه  اجرای صحیح  فایلینگ: 

 تعیین زمان و فضای لازم برای محاسبه نتیجه 

 

 هاالگوریتم

فراخواند - را  خود  الگوریتم  هرگاه  و    .بازگشتی:  مستقیم  نوع  دو  شامل 

 غیرمستقیم 

 غیربازگشتی  -

 بازگشتی مستقیم  -مثال فیبوناتچی

Alg. Fib(n): 
 if n <= 1:  
  return n 
 else: 
  return Fib(n – 1) + Fib(n – 2) 

 a>b>0م دو عدد صحیح و مثبت و  مب   -مثال

Alg. BMM(a, b): 
 If b == 0:  
  return a 
 else: 
  return BMM(b, a % b)  

 X[0,…,n-1]در آرایه    xجستجوی کلید    -مثال

Alg. Jostejo(X, n, i): 
 if i >= n:  
  return Hich 
 else if X[i] == x: 
  return i  
 else: 
  return Jostejo(X, n, i + 1)  
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 در حالی که حالت غیربازگشتی جستجو به صورت زیر است   

 X[0,…,n-1]آرایه  بازگشتی بیشِ  یافتن    -مثال

Alg. Bish(X, n, i): 
 if i < n - 1:  
  j = Bish( X, n, i + 1) 
  if X[i] > X[j]: 
   k = i 
  else: 
   k = j 
 else: 
  k = n  
 return k 

  .الگوریتم بازگشتی یافتن بیش آرایه را تحلیل کنید  -تمرین

آر  آرایهشبه کد غیربازگشتی یافتن کلید در    -تمرین یه را  او همچنین یافتن بیش 

 .های بازگشتی مقایسه کنیدبنویسید و با نمونه 

 

 هاتحلیل الگوریتمالگوریتم کارآ و 
 جستجوی ترتیبی در مقابل جستجوی دودوئی   -مثال

گاهی اوقات دنبال یافتن    .کنیمرا بررسی مییکی از مسائل مشهور الگوریتمی    ،در ادامه

های زیر جهت جستجو  از روش   .به فرایند مذکور »جستجو« گویند  .مقداری هستیم

   .شوددر فهرست استفاده می 

adadha = [123, 45, 32, 76, 89, 45, 33, 90, 178] 
 
adadha.index(45) 
1 

   .توان تعیین کردهای آغاز و پایان بازة جستجو را میاندیس 



 طراحی الگوریتم

adadha = [123, 45, 32, 76, 89, 45, 33, 90, 178] 
 
adadha.index(45, 4, len(adadha)) 
5 

  . گرداندایراد دستور بالا این است که در صورتی که مقدار در مجموعه نباشد خطا برمی

نیز جهت تعیین وجود مقداری در فهرست     not inو    inهمچنین، از عملگرهای  

   .توان بهره بردمی

به   .ای استناگفته پیداست جستجو در در بین رکوردها امری شایع در کارهای رایانه

شود تا ریزنمرات شخص موردنظر بازیابی  عنوان مثال، شماره دانشجویی جستجو می به  

یتون را جهت جستجو نام برده  ایش ساختة پ های قبلی استفاده از توابع پدر مثال   .شود

الگوریتم پایین   .کنیمها میسازی تابع آنها روی فهرست در ادامه سعی بر پیاده   .شد

کند کلید مدنظر  کند و سعی می فهرستی و عددی را به نام کلید در ورودی دریافت می 

را از بین اعداد فهرست جستجو کند و در صورتی که موجود باشد اندیس متناظرش  

   .را برگرداند

def jostejo(mqadir, kelid): 
    """yaftan andis mqdar kelid dar fehrest vorodi.""" 
     
    for i in range(len(mqadir)): 
        if mqadir[i] == kelid: 
            return i 

 اجرای آن: 

adadha = [1, 3, 5, 7, 11, 9] 
jostejo(adadha, 11) 
4 

   .توان نوشتالگوریتم جستجو را به نحوی دیگر می

def jostejo2(mqadir, kelid): 
    """yaftan andis mqdar kelid dar fehrest vorodi.""" 
    andis = -1 
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    for i in range(len(mqadir)): 
        if mqadir[i] == kelid: 
            andis = i 
            break 
    if andis == -1: 
        print('dar majmoe nist')            
    return andis     

 اجرای آن: 

adadha = [1, 3, 5, 7, 11, 9] 
jostejo2(adadha, 12) 
dar majmoe nist 
-1 

 تفاوت دو الگوریتم در چیست؟  -تمرین

ها جستجو انجام خواهد  در الگوریتم جستجوی اخیر در بدترین حالت به تعداد ورودی 

توان  اما اگر فهرست مرتب باشد و مقادیر از کوچك به بزرگ مرتب باشند می   .شد

های مهم جستجو که  یکی از الگوریتم  .بدترین حالت را به میزان زیادی کاهش داد

است  بدترین زمان جستجویدارای   باشد »الگوریتم جستجو دودوئی«  در    .کمتری 

اندیس عدد   ابتدا تعداد فهرست مشخص و سپس بر اساس آن  الگوریتم مذکور در 

اگر    .شودمقدار کلید با عدد متناظر اندیس میانه مقایسه می  .کندمیانه را تعیین می 

  شود و اگر کوچکتر باشد در نیمه چپ فهرست و اگر اندیس برگردانده میبرابر باشند،  

عمل مذکور در    .در نیمة راست فهرست جستجو ادامه خواهد یافتکلید بزرگتر باشد  

  . یابددر واقع هر دفعه جستجو در نیمی از فهرست ادامه می  .هر نیمه ادامه خواهد یافت

توان نشان داد که در بدترین حالت لگاریتمی در مبنای دو مقایسه انجام خواهد  می

فهرست    .پذیرفت اگر طول  مثال  عنوان  در    ،باشد   1000به  معمولی  در جستجوی 

مقایسه انجام    10مقایسه، ولی در جستجوی درختی حداکثر    1000بدترین حالت  

در ادامه جستجوی دودوئی را معرفی   .خواهد یافت که بهبودی بسیار مناسب است

  .کنیممی



 طراحی الگوریتم

def jostejo_dodoee(adadha, kelid): 
    """Jostejoye derkhti majomoe morattab jahat yaftan andis 
kelid""" 
    chap = 0 
    rast = len(adadha) - 1 
    while chap <= rast: 
        i_miani = int((chap + rast) / 2 ) 
        if kelid > adadha[i_miani]: 
            chap = i_miani + 1 
        elif kelid < adadha[i_miani]:             
            rast = i_miani - 1 
        else: 
            return i_miani            
    payam = 'dar fehrest nabood' 
    return payam    

پس در ابتدا دو اندیس چپ و راست که معادل اندیس اولین مقدار و آخرین         

اندیس راست  تا زمانی که چپ    .کنیممقدار فهرستند را تعریف می  از  اندیس  ترین 

در هر تکرار حلقهْ اندیس میانی برابر    .دهیمکوچکتر یا مساوی باشد حلقه را ادامه می

اگر کلید بزرگتر از مقدار متناظر    .شودمیانگین جز صحیح دو اندیس قبلی تعریف می

گیرد  اندیس میانی باشد، پرچم اندیس چپ برابر با مقدار بعدی اندیس میانی قرار می 

و اگر کلید کوچکتر باشد مقدار اندیس راست برابر با اندیس قبل از اندیس میانی قرار  

پس   یس میانی برابرند، در غیر این صورت مقدار کلید و مقدار متناظر اند  .گیردمی

حلقه به پایان برسد و اندیسی در که  در صورتی    .شوداندیس میانی برگشت داده می 

در نتیجه پیام نبود    .حلقه برگردانده نشود به معنای نبود مقدار کلید در فهرست است 

  .کنیمکد را برای مثال زیر اجرا می   .گرددمقدار ایجاد می 

adadha_morattab = [3, 5, 7, 9, 11, 13, 17] 
andis = jostejo_dodoee(adadha_morattab, 17) 
print(andis) 
6 
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در مثال قبل دیدیم که فهرست مرتب چه تاثیر بزرگی بر بهینگی الگوریتم جستجو  

   .گذاردمی

مقایس تعداد  مقایسه  دودوئیه جدول  و جستجو  ترتیبی  روش جستجو  دو  در  را    ها 

از ساختار فهرست  .مشاهده کنید استفاده  به دلیل  پ  توجه کنید  یتون در  ا)لیست( 

آرایه نوشته   اندازه  اندازه فهرست نوشته شده است است ولی در حالت کلی  عنوان 

   .شودمی

های  تعداد مقایسه اندازه فهرست 

 جستجو ترتیبي

های  تعداد مقایسه

 جستجو دودوئي

۱۲۸ 128 8 

۱۰۲۴ 1024 11 

۱۰۴۸۵۷۵ 1048575 21 

۴۴۲۹۴۹۶۷۲۹۶ 44294967296   33 

های چند مقداری مرتب باشند تا بتوان جستجو  شود که ساختار داده بنابراین سعی می

  . شود ها میسازی چند مقداری مرتب در نتیجه سعی بر    .دودوئی را روی آنها اعمال کرد

در مطالب آینده    .سازی تاثیر فراوان در دانش و فن رایانه داشته استمرتب   ،همچنین

تفاوت آنها در میزان استفاده بهینه    .شوند سازی معرفی میچند نوع الگوریتم مرتب 

 . منابع سیستم شامل حافظه و زمان است

عدد فیبوناتچی را به صورت    .کنیمرا بررسی می  مثال تابع فیبوناتچیالگوریتم    ،در ادامه

 کنیم: زیر و بازگشتی حساب می 

def Fibonacci(n): 
    if n == 0: 
        return 0 
    elif n == 1: 
        return 1 
    else: 



 طراحی الگوریتم

        return Fibonacci(n-1) + Fibonacci(n-2) 
 
for i in range(11): 
    print('Fib(', i, ')=', Fibonacci(i)) 

به   .گیرد و بسیاری از مقادیر را چندین بار محاسبه کردبرنامه بالا زمان زیادی را می 

   .جا دارای بهینگی زمان اجرا نیست سخن دیگر، تابع بازگشتی لزوما در همه

 n 0 1 2 3 4 5 6مقدار  

 25 15 9 5 3 1 1 تعداد فراخوانی تابع 

   .ی الگوریتم بالا در شکل زیر رسم شده استشتدرخت بازگ

 

ب   -قضیه موارد  فیبوناتچی  اتعداد  بازگشتی  الگوریتم  با  متناظر  درخت  در  زگشتی 

𝑇(𝑛) > 2
𝑛

2 , 𝑛 ≥ 2  

 تمرین با استقرا   -اثبات

تابع  می برنام   فیبوناتچیتوان  از  حاصل  مشکل  از  تا  نوشت  نیز  زیر  صورت  به    ة را 

   .ر تکراری استیروش ز  .بازگشتی جلوگیری کرد

def Fibo(n): 
    f = [0]*(n + 1) 



 تحلیل و پیچیدگی زمان 

21 

 

    f[0] = 1 
    f[1] = 1 
    for i in range(2, n+1): 
        f[i] = f[i - 1] + f[i - 2] 
    return f[n] 

 ن آاجرای  

for i in range(11): 
    print('Fib(', i, ')=', Fibo(i)) 

پس برنامه فیبوناتچی را به صورت زیر   .توان از استفاده از فهرست نیز اجتناب کردمی

  .کنیمبازنویسی می 

def fibo3(n): 
    f_qabli = 1 
    f_2qabli = 1 
     
    if n == 0 or n == 1: 
        return 1 
    for i in range(2, n+1): 
        f = f_qabli + f_2qabli 
        f_2qabli = f_qabli 
        f_qabli = f 
         
    return f 

 اجرای آن 

for i in range(11): 
    print('fib(', i, ')=', fibo3(i) 

 

  9−10ی زمان  چتنافرض هر مقدار فیبو .زمان اجرای دو روش را بررسی کنید  -تمرین

   .ثانیه داشته باشد



 طراحی الگوریتم

 . غلبه هستند  الگوریتم بازگشتی فیبوناتچی و الگوریتم جستجو دودوئی از نوع تقسیم و

برنامه نوع  از  فیبوناتچی  تکراری  پویاستالگوریتم  مثال   .ریزی  هایی روشن  از چنین 

  . کندشود که فنون متفاوت و آشنایی با آن نقش مهم در طراحی الگوریتم پیدا میمی

   .است  هاشیوه ای مناسبتر نسبت به دیگر  هر یك در بعضی مسائل شیوه 

 

 پیچیدگی زمانی - تحلیل الگوریتم

در  .ل مسئله، نیاز به تحلیل الگوریتم داریمحجهت تعیین میزان کارایی الگوریتم در 

از    ن استفادهروش صوری آ  .ر تحلیل را پیش بردیمکار قبلی به صورت غیرصوری کا

   .تحلیل پیچیدگی است

 تحلیل الگوریتم نیازمند موارد زیر است:

دستورات   - اصلی،  عمل  چهار  شامل  مورداستفاده  عملیات  تعیین 

 ها، دستورات انتساب خواندن و نوشتن، فراخوانی پردازه ای، مقایسه 

م از بهترین، متوسط، و  عالات احتعیین مجموعه داده جهت بررسی همه   -

 رین زمان اجراء تبد

مورد متقدم به دنبال    .استتحلیل موخر    متفاوت از  در تحلیل الگوریتم تحلیل مقدم   

خر آمارهای مصرف زمان و حافظه را  أتعیین کران تابعی زمان اجراست و در مورد مت

می  منظ  .کندگزارش  جاری  درس  است ودر  متقدم  مورد  تحلیل  از  بنابراین    .ر 

ذخیره و بازیابی هر مقدار با دیگر مقادیر برابر    .دهیمهایی را مدنظر قرار می سازی ساده 

های اولیه یا  های مقداردهی افزودگی  . کنیمنویسی را وارد ماجرا نمیزبان برنامه   .است

در واقع هنگام بررسی کارایی الگوریتم به تعداد    .گیریمو نوشتن را در نظر نمی  نخواند

ها به رایانه خاص مرتبط  اد چرخه زیرا تعد  . کنیمهای پردازنده توجه نمیحقیقی چرخه 

صرفا    .های انجام یافته نیز نیستیمعلاوه بر آن به دنبال شمارش تمامی عملیات   .است

در مثال قبل   .نویسی مستقل استبه دنبال آنهایی هستیم که از رایانه، زبان، و برنامه
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دارد تاثیر  پاسخ  روی  اندازه مسئله  که  اندازه    .دیدیم  از  استفاده  معمول  روش  پس 

به دیگر سخن، روش معیار در تحلیل الگوریتم این است که زمان اجرای    .ورودی است

با می  ةانداز   افزایش  الگوریتم  افزایش  اجرای    یابدورودی  تعداد  با  اجرا  زمان  کل  و 

کارایی الگوریتم با تعیین    ،در نتیجه  . استتقریبا متناسب  عملیات پایه )مثلا مقایسه(   

صرفا    .شودای بر اساس تابعی از اندازه ورودی تحلیل میتعداد دفعاتی که عملیات پایه

ورودی می  اندازه  اساس  بر  بر تحلیل مسئله  ورودی   .شودسعی  تعداد  اگر  های  مثلا 

بر  nمسئله   اجرا  زمان  میزان  از  تابعی  گزارش  بر  سعی  مذکور    ساسا  باشد  مقدار 

   .شودمی

   -مثال

 ج  ب الف 

x = x + y 
for i ∈ n:  
      x = x + y 

for i ∈ n:  
      for j ∈ n: 
             x = x + y 

، و در حالت ج تعداد اجرا  nرا برابر ، در حالت ب تعداد اج1تعداد اجرا  در حالت الف

فعات اجرای تك تك  برابر تعداد دبنابراین مرتبه اجرای الگوریتم را    .است  𝑛2برابر با 

   .شودها تعریف میدستورالعمل 

توان  را می   ورودیاندازه    .همچنین انتخاب ورودی نیز خود به نوع مسئله مرتبط است

   .های زیر تعریف کردبه صورت

ن در  ویا تعداد سطر و ست   .سازیتعداد اعضای فهرست مثل جستجو، مرتب  -

   .ضرب ماتریسی

مثال، برای تعیین پیچیدگی    .شوداندازه ورودی با لحاظ دو مقدار حاصل می -

   .شودبررسی می   گراف دو مقدار تعداد راس و تعداد یالهای  الگوریتم

با   - ها در تعداد بیت مثال،    .تعیین شودتعداد علائم موردنیازاندازه ورودی 

 .فیبوناتچی بازگشتی



 طراحی الگوریتم

عملیات  از  پس مجموعه  یا  عملیات  ورودی،  اندازه  الگوریتم  تعیین  کار  که  را  هایی 

اخیر را عملیات پایه    مجموعه  .کنیمب میااد اجرای آنهاست را انتخدب با تعاسمتن

اد تکرار عملیات پایه بر اساس  د گی زمان الگوریتم برابر با تعیدپیچ  لحلیخوانیم و تمی

روش همیشه      . ازی بهینه عملیات پایه استسفرض بر پیاده  .مقدار اندازه ورودی است

انتخاب بهترین عملیات پایه وجود ندارد بلکه حاصل تصمیم و تجربه   .معینی برای 

گاهی اوقات یك    .شودمعمولا ساختار کنترلی بررسی نمی  .زنداست و به هنر تنه می

ن به اجرای هر  اتویتر مهی دقیقادر نگ .آیدتکرار از حلقه یك عملیات به حساب می

توان دو عملیات  ازی میسدر مرتب  .عمل پایه در نظر گرفتر ماشین را به عنوان  ودست

چون ممکن است که میزان سربار هر    .مقایسه و عملیات تخصیص را در نظر گرفت

   .شودمی   مورد  یك متفاوت باشد سعی بر بررسی هر دو

تمامی داده  های مذکور  در مثال  . کنیمچند مثال تحلیل پیچیدگی ساده را بررسی می 

در این هنگام به دنبال یافتن   .شود تا عملیات و الگوریتم مدنظر انجام پذیردده می ید

  .مقدار زمان اجرا هستیم

ها  فارغ از مقدار ورودی   .عمل اصلی جمع  .داتعداد اعد   nالگوریتم جمع اعداد:    -مثال

n   پس  .دهدتکرار حلقه رخ می  𝑍(𝑛) = 𝑛 

 سازی تبادلی مرتب   -مثال

Alg. MorattabSazi_Tabadoli(X[0,…,n-1], n):  
for i ∈ [0,…, n-1]: 
   for j ∈ [i+1,…,n-1]: 

   if X[i] < X[j]: 
    𝑋[𝑖] ↔ 𝑋[𝑗] 

 

def MorattabSazi_Tabadli(X): 
    for i in range(len(X)-1): 
        for j in range(i + 1, len(X) - 1): 
            if X[i] < X[j]: 



 تحلیل و پیچیدگی زمان 

25 

 

                X[i], X[j] = X[j] , X[i]                 
    return X 
 

         

X = [12, 3, 1, 25, -1, 44, 9, 15] 
MorattabSazi_Hobabi(X) 
[-1, 1, 3, 9, 12, 15, 25, 44] 

   .است  سازی تبادلیالگوریتم مرتب مقایسه عمل اصلی  

𝑍(𝑛) = (𝑛 − 1) + (𝑛 − 2) + (𝑛 − 3) + ⋯ + 1 =
(𝑛 − 1)𝑛

2
 

𝑍(𝑛)  عمل اصلی ضرب در حلقه داخلی،  ضرب ماتریس = 𝑛3 

 الگوریتم یافتن بیش  -مثال

Alg. YaftanBish(X[0,…,n-1], n):  
i = 1 
for j in [2,…, n-1]: 

       if  X[i] < X[j]:    
  i = j   

ابتدا تابع یافتن بیش و  .دهیمون انجام میی الگوریتم یافتن بیش را در پایتساز پیاده 

   . کنیماندیس متناظر آن را تعریف می 

def bish(feh): 
    b = -2e7 
    b_i = -1 
    for i in range(len(feh)): 
        if feh[i] > b: 
            b = feh[i] 
            b_i = i 
    return b_i, b 
bish(adadha) 



 طراحی الگوریتم

باشد الگوریتم بالا چگونه عمل خواهد کرد؟   3e7-اگر فهرست دارای مقدار    -تمرین

   .فرض نداشته باشدالگوریتم بالا را به نوعی تغییر دهید که نیاز به مقداردهی پیش 

 دهید؟ چه روشی برای یافتن بیشینه فهرست با پیچیدگی کمتر پیشنهاد می  -تمرین

  پایتون  نویسی  از خواص برنامه سازی است که  الگوریتم زیر روشی جهت مرتب  -تمرین

می  کنید  .بردبهره  بررسی  را  آن  زمانی  را   .مرتبه  بیشینه  مقدار  اندیس  زیر  تابع 

 . گرداندمیبر 

def andis_bish(feh): 
    b = feh[0] 
    b_i = 0 
    for i in range(1, len(feh)): 
        if b < feh[i]: 
            b = feh[i] 
            b_i = i 
     
    return b_i  

   .کندهای فهرست )لیست( ورودی را مرتب نزولی میتابع زیر با استفاده از روش 

def MoratabSazi_badvi(feh): 
    feh_morattab = [] 
    while len(feh) > 0: 
        feh_morattab.append(feh.pop(andis_bish(feh))) 
    return feh_morattab  

 اجرای آن 

adadha = [123, 45, 32, 76, 45, 182, 33, 45, 90, 136] 
MoratabSazi_badvi(adadha) 
[182, 136, 123, 90, 76, 45, 45, 45, 33, 32] 
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ممکن است که  گاهی اوقات  اما .های قبلی صرفا وابسته به تعداد ورودی هستندمثال 

بلکه ممکن است بسته    .پیچیدگی زمانی صرفا وابسته به اندازه ورودی مسئله نباشد

تمال در موقعیتی در ابتدا در  و بسته به احبه دیگر سخن،    .به مقادیر ورودی نیز باشد

داده   انتها مثال جستجو ذکر شد   .ها ختم شودیا در وسط مشاهده    . در بخش قبل 

   .از این نوع موارد استترتیبی    جستجوالگوریتم  

 :ترتیبیالگوریتم جستجوی  

z(n)بهترین زمان اجرا   = 𝑧(𝑛)آن برابر    بدترین زمان اجراچرا؟    .است  1 = 𝑛  

  .آوریمرا به صورت امید ریاضی از طریق زیر بدست می   متوسط زمان اجرا  .است

𝑧(𝑛) = ∑ (𝑘 ×
1
𝑛

)

𝑛−1

𝑘=0

=
1
𝑛

∑ 𝑘

𝑛

𝑘=1

=
1
𝑛

(𝑛 − 1)𝑛

2
=

𝑛 − 1
2

 

کلید در آرایه باشد زمان اجرای متوسط    مقدار  یافتناحتمال  برابر با    pدر صورتی که 

   .تر بدست آوردتوان دقیق را می

𝑧(𝑛) = ∑ (𝑘 ×
𝑝

𝑛
)

𝑛−1

𝑘=0

+ 𝑛(1 − 𝑝) =
𝑝

𝑛

(𝑛 − 1)𝑛

2
+ 𝑛(1 − 𝑝)

= 𝑛 (1 −
𝑝

2
) −

𝑝

2
 

pاگر    -تمرین =
1

2
 مقدار چقدر خواهد شد؟ تفسیر آن چیست؟  

  . گیری مناسب نیستن به تنهایی برای تصمیمیذکر این نکته ضروری است که میانگ

ی زیاد نسبت  ئی ورداا ن باشند و یا دار یمیانگ  ممکن است تمامی مقادیر حول و حوش

ن مورد توجه کرد وگرنه ممکن  در طراحی الگوریتم نیز باید به ای  .به میانگین باشند

   .راوان شودفموجب خسارات  است  



 طراحی الگوریتم

 مرتبه
کران جهت تعیین پیچیدگی زمانی    ةو محاسب  گاه اوقات محاسبه دقیق لازم نیست 

0.01𝑛2مثال    .کندکفایت می > 100𝑛    به بعد تابع درجه دو میزان    10000از مقدار

ها بین درجات مختلف  وت ایا در جدول زیر تف  . زمان بیشتری را مصرف خواهد کرد

یکس درجه  بزرگترین  با  ولی  و  بزرگتران  محسوس  مقادیر  و    در  است  ناچیز  نسبتا 

ای درجه دو را نمایش  مثال زیر میزان رشد دو چندجمله   .توان نادیده گرفته شوندمی

     .دهدمی

1000 100 50 20 10 𝑛 

100000 1000 250 40 10 0.1n2 

101100 1200 400 160 120 0.1n2 + 𝑛 + 100 

 

برابر تعداد دفعات اجرای   که مرتبه اجرای الگوریتم قبلا ذکر شد :نمادگذاری مجانبی

دستورالعمل  تك  )دستورالعملتك  می ها  تعریف  پایه(  الگوریتم    .شودهای  تحلیل 

انجام می توابع مجانبی  از  استفاده  با  را    .پذیرد معمولا  نمادگذاری مجانبی  ادامه  در 

  .کنیمبررسی می 

 : )بدترین زمان اجرا( O اُمیکرون بزرگ نماد

𝑓(𝑛) = 𝑂(𝑔(𝑛)) ⟺ ∃𝑐, 𝑛0: ∀𝑛 ≥  𝑛0 0 ≤ 𝑓(𝑛) ≤ 𝑐𝑔(𝑛)  

f(n)  -مثال =  2n3 + 2n2 = O(n3)؟  c = n0و    4 = 2 

𝑓(𝑛)  -مثال =  2𝑛3 + 2𝑛2 = 𝑂(𝑛4)؟  c = n0و    4 = 2 

 . هستیم  بالایی  نمعمولا به دنبال کوچکترین کرا

𝑓(𝑛)اگر    - قضیه = 𝑎𝑚𝑛𝑚  + 𝑎𝑚−1𝑛𝑚−1 + ⋯ + 𝑎0, 𝑎𝑚 > گاه:  آن،  0

𝑓(𝑛) = 𝑂(𝑛𝑚) 



 تحلیل و پیچیدگی زمان 

29 

 

  .اثبات کنید  -تمرین

 

  Oنتایج  

زمان اجرای آن از  گاه  باشد آن  f(n)اگر تعداد اجرا دستوری در الگوریتمی   -

   .است  𝑂(𝑛𝑚)  مرتبة

برنامه  - بزرگی    kارای  د  اگر   مرتبه  با  ،  ...،  𝑂(𝑛𝑚1)  ،𝑂(𝑛𝑚2)بخش 

𝑂(𝑛𝑚𝑘)  اه مرتبه بزرگی برنامه  گباشد آن𝑂(𝑛𝑚)   است به طوری که

𝑚 = ,𝑚1)بیش 𝑚2, … , 𝑚𝑘) 

 قانون جمع )حالت دوتائی(  -

حاصل - اگر  قانون  f1(n)ضرب:  = O(g1(n))    وf2(n) =

O(g2(n))   ،گاه  آنf1(n)f2(n) = O(g1(n)g2(n)) 

- 𝑂(𝑓(𝑛))𝑂(𝑔(𝑛)) = 𝑂(𝑓(𝑛)𝑔(𝑛)) 

- 𝑓(𝑛) = 𝑂(𝑓(𝑛)) 

- 𝑂(𝑐𝑓(𝑛)) = 𝑂(𝑓(𝑛)), 𝑐 > 0 

- 𝑂(𝑓(𝑛)𝑔(𝑛)) = 𝑓(𝑛)𝑂(𝑔(𝑛)) 

- 𝑂(𝑓(𝑛)) + 𝑂(𝑔(𝑛)) = 𝑂(𝑓(𝑛) + 𝑔(𝑛)) 

𝑓(𝑛)  -مثال = (4𝑛3 + 5𝑛2 + 7𝑛)(8𝑙𝑜𝑔𝑛)   از𝑂(𝑛3𝑙𝑜𝑔𝑛) 

 )بهترین زمان اجرا(   Ω  امگا بزرگ نماد

𝑓(𝑛) = Ω(𝑔(𝑛)) ⟺ ∃𝑐, 𝑛0: ∀𝑛 ≥  𝑛0 0 ≤ 𝑐𝑔(𝑛) ≤ 𝑓(𝑛)  

𝑓(𝑛)  -مثال =  3𝑛3 + 2𝑛2 = 𝛺(𝑛3)؟  c = 𝑛0و   3 = 1 

بال بزرگترین  نبه دکنند ولی معمولا  نیز در مثال اخیر صدق می  3nو     3𝑛2همچنین  

 .کران پائین هستیم



 طراحی الگوریتم

 )میانگین زمان اجراء(  Θ  تتا بزرگ نماد

𝑓(𝑛) = Θ(𝑔(𝑛)) ⟺ ∃𝑐1, 𝑐2, 𝑛0: ∀𝑛 ≥  𝑛0 0 ≤ 𝑐1𝑔(𝑛) ≤ 𝑓(𝑛)

≤ 𝑐2𝑔(𝑛)  

𝑓(𝑛)قضیه   = Θ(𝑔(𝑛))    اگر تنها  و  𝑓(𝑛)اگر  = 𝑂(𝑔(𝑛))    و𝑓(𝑛) =

Ω(𝑔(𝑛)) 

f(n)  -مثال = 3𝑛3 + 2𝑛2 = θ(n3)؟   

 

 oنماد 

𝑓(𝑛) = 𝑜(𝑔(𝑛)) ⟺ ∃𝑐, 𝑛0: ∀𝑛 ≥  𝑛0 0 ≤ 𝑓(𝑛) < 𝑐𝑔(𝑛)  

lim
𝑛→∞

𝑓(𝑛)

𝑔(𝑛)
= 0 

7n2  -مثال + 8n + 3 = o(n3) 

7n2- مثال + 8n + 3 = O(n2)    7است ولیn2 + 8n + 3 ≠  𝑜(𝑛2) 

log(n)  -مثال = o(n) 

الف نشان دهید که  𝑛𝑏  -تمرین  = 𝑜(𝑎𝑛).  ازای    -ب 𝑎𝑛داریم    b>a>0به  =

𝑜(𝑏𝑛).  ج- 𝑎𝑛 = 𝑜(𝑛!) . 

 

   ωنماد  

𝑓(𝑛) = ω(𝑔(𝑛)) ⟺ ∃𝑐, 𝑛0: ∀𝑛 ≥  𝑛0 0 ≤ 𝑐𝑔(𝑛) < 𝑓(𝑛)  

𝑓(𝑛)قضیه  = ω(𝑔(𝑛))    اگر و فقط اگر𝑔(𝑛) = 𝑜(𝑓(𝑛)) 
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lim
𝑛→∞

𝑓(𝑛)

𝑔(𝑛)
= ∞ 

7n2  -مثال + 8n + 3 = ω(n)    7است ولیn2 + 8n + 3 ≠ 𝜔 (𝑛2) 

 n= ω(logn)  -مثال

 

 - مثال

 O(n2)  -الف

- 3nlogn + 8, 4n2, 5n + 7, 6n2 + 9, 2nlogn, n2 + 2n 

 Ω(𝑛2) -ب

- 4𝑛2, 4𝑛3 + 3𝑛2, 𝑛2 + 9, 6𝑛6 + 𝑛4, 5𝑛2 + 2𝑛, 2𝑛 + 4𝑛 

Θ(𝑛2)  -ج = 𝑂(𝑛2) ∩ Ω(𝑛2) 

- 4𝑛2, 6𝑛2 + 9, 5𝑛2 + 2𝑛 

 قضیه



 طراحی الگوریتم

lim
n→∞

𝑓(𝑛)

𝑔(𝑛)
= {

𝑐, 𝑐 > 0 , 𝑓(𝑛) = Θ(𝑔(𝑛)

0, 𝑓(𝑛) = o(𝑔(𝑛)

∞, 𝑓(𝑛) = ω(𝑔(𝑛)

 

 سازی حبابیتحلیل الگوریتم مرتب   -مثال

Alg. MorattabSazi_Hobabi(X[0,…,n-1], n):  
for i in [0,…, n-2]: 
   for j in [n-1,…, i +1]: 

   If X[j-1] > X[j]: 
    (𝑋[𝑗 − 1] ↔ 𝑋[𝑗]) 

 سازی پیاده 

def MorattabSazi_Hobabi(X):  
    for i in range(len(X)-2): 
        for j in range(len(X)-1, i, -1): 
            if X[j - 1] > X[j]: 
                X[j - 1], X[j] = X[j] , X[j - 1] 
                 

    return X 
         

X = [12, 3, 1, 25, -1, 44, 9, 15] 
MorattabSazi_Hobabi(X) 
[-1, 1, 3, 9, 12, 15, 25, 44] 

 

   . بدترین حالت، بهترین حالت، حالت میانگین  الگوریتم بالا را حساب کنید

 سازی درجی تحلیل الگوریتم مرتب

Alg. MorattabSazi_Darji(X[0,…,n-1], n):  
for j in [1,…, n-1]: 

  mqdar = X[j] 
  i = j - 1 

 while mqdar < X[i]: 
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   X[i +1] = X[i] 
   i = i - 1 
  𝑋[𝑗 + 1] = 𝑚𝑞𝑑𝑎𝑟 

 

def MorattabSazi_Darji(X):  
    for j in range(1, len(X)): 
        mqdar = X[j] 
        i = j - 1 
        while mqdar < X[i] and i >= 0: 
            X[i + 1] = X[i] 
            i = i - 1 
        X[i + 1] = mqdar 
    return X 

     .جرای الگوریتم به صورت زیر استا

X = [12, 3, 1, 25, -1, 44, 9, 15] 
MorattabSazi_Darji(X) 
[-1, 1, 3, 9, 12, 15, 25, 44] 

بدترین حالت:    . ای شمرده شودصرفا کافی است تعداد دفعات اجرای دستور مقایسه 

در صورتی که آرایه نزولی مرتب شده باشد    .هنگامی که حلقه داخلی همواره اجرا شود

بهترین حالت هنگامی است که حلقه داخلی هیچ وقت اجرا    .است  𝑂(𝑛2)از مرتبه  

حالت    .است  O(n)ها به صورت صعودی مرتب شده باشند و در نتیجه از  نشود یا داده 

 . است  𝑂(𝑛2)آن نیز از مرتبه    میانگین

    .به صورت زیر هستند  های بزرگی معمولمرتبه

𝑂(1) < 𝑂(log 𝑛) < 𝑂(𝑛) < 𝑂(𝑛𝑙𝑜𝑔𝑛) < 𝑂(𝑛2) < 𝑂(𝑛3)

< 𝑂(2𝑛) 

2𝑛رابطه    mو    nبا داشتن دو متغیر  همچنین   ≠ 𝑂(𝑛𝑚)  اگر    .همیشه برقرار است

کند و همیشه دنباله  کران پایین از مرتبه نمایی دو باشد الگوریتم بسیار بد عمل می 

   .ای هستیمدیل آن به مسئلة چندجمله بحل مسئله نمایی و ت
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 مرتبه های مقایسهخاصیت تابع

 تعدی  -

𝑓(𝑛) = Θ(𝑔(𝑛)), 𝑔(𝑛) = Θ(ℎ(𝑛)) ⟹ 𝑓(𝑛) = Θ(ℎ(𝑛)) 

𝑓(𝑛) = 𝑂(𝑔(𝑛)), 𝑔(𝑛) = O(ℎ(𝑛)) ⟹ 𝑓(𝑛) = O(ℎ(𝑛)) 

𝑓(𝑛) = Ω(𝑔(𝑛)), 𝑔(𝑛) = Ω(ℎ(𝑛)) ⟹ 𝑓(𝑛) = Ω(ℎ(𝑛)) 

𝑓(𝑛) = o(𝑔(𝑛)), 𝑔(𝑛) = o(ℎ(𝑛)) ⟹ 𝑓(𝑛) = o(ℎ(𝑛)) 

𝑓(𝑛) = ω(𝑔(𝑛)), 𝑔(𝑛) = ω(ℎ(𝑛)) ⟹ 𝑓(𝑛) = ω(ℎ(𝑛)) 

 بازتابی  -

𝑓(𝑛) = Θ(𝑓(𝑛)) 

𝑓(𝑛) = 𝑂(𝑓(𝑛)) 

𝑓(𝑛) = Ω(𝑓(𝑛)) 

 تقارن -

𝑓(𝑛) = Θ(𝑔(𝑛)) ⟺ 𝑔(𝑛) = Θ(𝑓(𝑛)) 

 تقارن ترانهاده  -

𝑓(𝑛) = O(𝑔(𝑛)) ⟺ 𝑔(𝑛) = Ω(𝑓(𝑛)) 

𝑓(𝑛) = 𝑜(𝑔(𝑛)) ⟺ 𝑔(𝑛) = ω(𝑓(𝑛)) 

 

توان با کوچکتر و بزرگتر و مساوی در دو مقایسه  سه علامت امیکرون و امگا و تتا را می 

 a<bیا    a=bیا  از سه حالت    bو    aدو عدد حقیقی  مقایسة    .دو عدد متناظر دانست
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برای دو  هرچند سه شاخگی    .خارج نیستند که به سه شاخگی معروف است  a>bیا  

 nمجانبی بین    ةعدد ممکن است ولی برای توابع لزوما برقرار نیست، مثلا چنین رابط

𝑛1+sinو   𝑛  وجود ندارد.   

f(n)اگر   -قضیه = o(g(n))  گاه  آن𝑓(𝑛) = 𝑂(𝑔(𝑛)) − Ω (𝑔(𝑛)) 

𝑓(𝑛)تابع    -تمرین = {
𝑛, 𝑛زوج 

1, 𝑛فرد
𝑓(𝑛)دهید     نشان   .است   = 𝑂(𝑛) − Ω(𝑛)  

𝑓(𝑛)ولی   ≠ 𝑜(𝑛). 

 

 های تحلیل پیچیدگی مبتنی بر  روابط بازگشتی روش

 روش حدسی

   بازگشتی مستقیم  -مثال فاکتوریل

Alg. Factorial(n): 
 if n <= 1:  
  return n 
 else: 
  return n * Factorial(n – 1) 

 

{
𝑧𝑛 = 𝑧𝑛−1 + 1

𝑧0 = 0  

𝑧1 = 𝑧1−1 + 1 = 𝑧0 + 1 = 0 + 1 = 1 

𝑧2 = 𝑧2−1 + 1 = 𝑧1 + 1 = 1 + 1 = 2 

𝑧3 = 𝑧3−1 + 1 = 𝑧2 + 1 = 2 + 1 = 3 

 پایه استقراء 
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𝑧0 = 0 

 فرض استقراء 

𝑧𝑛 = 𝑛 

  گام استقراء 

𝑧𝑛+1 = 𝑛 + 1 

𝑧𝑛+1 = 𝑧(𝑛+1)−1 + 1 = 𝑧𝑛 + 1 = 𝑛 + 1 

 

 جستجو دودوئی - مثال

{
𝑧𝑛 = 𝑧𝑛

2
+ 1

𝑧1 = 1
 

𝑧2 = 𝑧2/2 + 1 = 𝑧1 + 1 = 1 + 1 = 2 

𝑧4 = 𝑧4/2 + 1 = 𝑧2 + 1 = 2 + 1 = 3 

𝑧8 = 𝑧8/2 + 1 = 𝑧4 + 1 = 3 + 1 = 4 

𝑧16 = 𝑧16/2 + 1 = 𝑧8 + 1 = 4 + 1 = 5 

𝑧𝑛 = log 𝑛 + 1 

 پایه 

𝑧1 = log 1 + 1 = 1 

 فرض 

𝑧𝑛 = log 𝑛 + 1 
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 حکم  

𝑧2𝑛 = log 2𝑛 + 1 

𝑧2𝑛 = 𝑧2𝑛/2 + 1 = 𝑧𝑛 + 1 = log 𝑛 + 1 + 1
= log 𝑛 + log 2 + 1 = log 2𝑛 + 1 

 

 مثال 

{
𝑧𝑛 = 7𝑧𝑛

2
𝑧1 = 1

 

𝑧2 = 7𝑧2/2 = 7𝑧1 = 7 

𝑧4 = 7𝑧4/2 = 7𝑧2 = 72 

𝑧8 = 7𝑧8/2 = 7𝑧4 = 73 

𝑧16 = 7𝑧16/2 = 7𝑧8 = 74 

𝑧𝑛 = 7log 𝑛 

  .اثبات کنید  -ینرتم

 

𝑧𝑛 = 7log 𝑛 = 𝑛log 7 ≈ 𝑛2.81 

 - مثال

{
𝑧𝑛 = 2𝑧𝑛

2
+ 𝑛 − 1

𝑧1 = 0
 

𝑧2 = 2𝑧2/2 + 2 − 1 = 2𝑧1 + 1 = 1 
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𝑧4 = 2𝑧4/2 + 4 − 1 = 2𝑧2 + 3 = 5 

𝑧8 = 2𝑧8/2 + 8 − 1 = 2𝑧4 + 7 = 17 

𝑧16 = 2𝑧16/2 + 16 − 1 = 2𝑧8 + 15 = 49 

 عدم امکان یافتن حدسی بابت یافتن معادله بسته 

 معادله مشخصه احل بازگشتی ب 

 

 بازگشت خطی همگن

  -تعریف

𝑎0𝑧𝑛 + 𝑎1𝑧n−1 + ⋯ + 𝑎𝑘𝑧n−k = 0 

 مثال 

{

𝑧𝑛 − 5𝑧𝑛−1 + 6𝑧𝑛−2 = 0
𝑧0 = 0
𝑧1 = 1

 

𝑧𝑛 = 𝑟𝑛 

𝑧𝑛 − 5𝑧𝑛−1 + 6𝑧𝑛−2 = 𝑟𝑛 − 5𝑟𝑛−1 + 6𝑟𝑛−2 = 0 

𝑟𝑛 − 5𝑟𝑛−1 + 6𝑟𝑛−2 = 𝑟𝑛−2(𝑟2 − 5𝑟 + 6) = 0 

𝑟2 − 5𝑟 + 6 = (𝑟 − 3)(𝑟 − 2) = 0 

𝑧𝑛 = 3𝑛, 𝑧𝑛 = 2𝑛 

𝑧𝑛 = 𝑐3𝑛 + 𝑑2𝑛 

𝑧0 = 𝑐 + 𝑑 = 0 

𝑧1 = 3𝑐 + 2𝑑 = 1 
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𝑐 = −1, 𝑑 = 1 ⟹ 𝑧𝑛 = 3𝑛 − 2𝑛 

𝑎0𝑧𝑛  معادلة   -تعریف + 𝑎1𝑧n−1 + ⋯ + 𝑎𝑘𝑧n−k = دارای معادله مشخصة    0

𝑟𝑘 + 𝛼1𝑟𝑘−1 + ⋯ + 𝛼𝑘𝑟0 =    .است  0

تعریف 𝑎0𝑧𝑛  معادلة   -قضیه  + 𝑎1𝑧n−1 + ⋯ + 𝑎𝑘𝑧n−k = معادله    با  0

𝛼0𝑟𝑘    مشخصة + 𝛼1𝑟𝑘−1 + ⋯ + 𝛼𝑘𝑟0 = باشد،    kرای  اد  0 متمایز  ریشه 

 پاسخ بازگشتی برابر است با  

𝑧𝑛 = 𝑐1𝑟1
𝑛 + 𝑐2𝑟2

𝑛 + ⋯ + 𝑐𝑘𝑟𝑘
𝑛 

 مثال 

{

𝑧𝑛 − 3𝑧𝑛−1 − 4𝑧𝑛−2 = 0
𝑧0 = 0
𝑧1 = 1

 

𝑧𝑛 = 𝑟𝑛 

(𝑟2 − 3𝑟 − 4) = 0 

𝑟2 − 3𝑟 − 4 = (𝑟 − 4)(𝑟 + 1) = 0 

𝑧𝑛 = 4𝑛, 𝑧𝑛 = (−1)𝑛 

𝑧𝑛 = 𝑐4𝑛 + 𝑑(−1)𝑛 

𝑧0 = 𝑐 + 𝑑 = 0 

𝑧1 = 4𝑐 − 𝑑 = 1 

𝑐 =
1
5

, 𝑑 = −
1
5

⟹ 𝑧𝑛 = 2𝑛 
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 بازگشتی مستقیم  -مثال فیبوناتچی

Alg. Fib(n): 
 if n <= 1:  
  return n 
 else: 
  return Fib(n – 1) + Fib(n – 2) 

 

 گاهآن   .باشد  Fib(n)های  تعداد فراخوانی  anکنیم فرض می   -حل

 {
an = 𝑎𝑛−1 + 𝑎𝑛−2 + 1 

𝑎0 = 1, 𝑎1 = 1  

bnحال   = 𝑎𝑛 +  ودن یك به طرفین معادلات داریم:زو اف  1

{
bn = 𝑏𝑛−1 + 𝑏𝑛−2 

𝑏0 = 2, 𝑏1 = 2  

   .توان حل کردرابطه را به دو صورت می 

  .کنیماستفاده می  هاز معادله مشخص   -الف

𝑟2 − 𝑟 − 1 = 0 ⟹ 𝑟1, 𝑟2 =
1 ± √5

2
 

 پس  

𝑏𝑛 = 𝑐1 (
1 + √5

2
)

𝑛

+ 𝑐2 (
1 − √5

2
)

𝑛

  

 با اعمال شرایط مرزی داریم: 

 𝑏0 = 2 ⟹ 2 =

𝑐1 + 𝑐2 
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𝑏1 = 2 ⟹ 2 = 𝑐1 (
1 + √5

2
) + 𝑐2 (

1 − √5
2

) 

 در نتیجه 

 𝑐1 = − (
1−√5

2
𝑐2و ( (

1−√5

2
)  

 و  

𝑏𝑛 =
2

√5
(

1 + √5
2

)

𝑛+1

−
2

√5
(

1 − √5
2

)

𝑛+1

 

 و 

𝑎𝑛 =
2

√5
(

1 + √5
2

)

𝑛+1

−
2

√5
(

1 − √5
2

)

𝑛+1

− 1 

 در نهایت  

𝑎𝑛 = 2𝐹𝑛+1 − 1 

𝐹𝑛    عددn-ام فیبوناتچی است.   

 اده از سری مولد فبا است  -ب

{
an = 𝑎𝑛−1 + 𝑎𝑛−2 + 1 

𝑎0 = 1, 𝑎1 = 1  

 کنیم: سری مولد را به صورت زیر تعریف می

𝐴(𝑥) = ∑ 𝑎𝑛𝑥𝑛

∞

𝑛=0
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𝐴(𝑥) = 𝑎0 + 𝑎1𝑥 + ∑ 𝑎𝑛𝑥𝑛

∞

𝑛=2

 

𝐴(𝑥) = 1 + 𝑥 + ∑(𝑎𝑛−1 + 𝑎𝑛−2 + 1)𝑥𝑛

∞

𝑛=2

 

𝐴(𝑥) =
1 − 𝑥 + 𝑥2 

(1 − 𝑥 − 𝑥2)(1 − 𝑥)
 

 

 گاه  باشد، آن   مضاعفای  زگشتی خطی همگن دارای ریشهااگر معادله مشخصه ب  - قضیه

𝑧𝑛 = 𝑟𝑛, 𝑧𝑛 = 𝑛𝑟𝑛, 𝑧𝑛 = 𝑛2𝑟𝑛, … , , 𝑧𝑛 = 𝑛𝑚−1𝑟𝑛 

 حل بازگشتی   -مثال

𝑧𝑛 − 7𝑧𝑛−1 + 15𝑧𝑛−2 − 9𝑧𝑛−3 = 0 

𝑧0 = 0, 𝑧1 = 1, 𝑧2 = 2 

 یافتن معادله مشخصه  -1

𝑟3 − 7𝑟2 + 15𝑟 − 9 = 0 

  

 حل معادله مشخصه   -2

𝑟3 − 7𝑟2 + 15𝑟 − 9 = (𝑟 − 1)(𝑟 − 3)1 = 0 

 

 اعمال قضیه   -3
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𝑧(𝑛) = 𝑎1𝑛 + 𝑏3𝑛 + 𝑐𝑛3𝑛 

 

 استفاده از  مقدار اولیه جهت تعیین ضرائب   -4

𝑧0 = 0 = 𝑎10 + 𝑏30 + 𝑐(0)30 

𝑧1 = 1 = 𝑎11 + 𝑏31 + 𝑐(1)31 

, 𝑧2 = 2 = 𝑎12 + 𝑏32 + 𝑐(2)32 

𝑎 + 𝑏 = 0 

𝑎 + 3𝑏 + 3𝑐 = 1 

𝑎 + 9𝑏 + 18𝑐 = 2 

 معادله نهایی  -5

𝑧(𝑛) = (−1)(1𝑛) + (1)(3𝑛) (−
1
3

) (𝑛3𝑛) = −1 + 3𝑛 − 𝑛3𝑛−1 

 

  .قضیه را اثبات کنید  -تمرین

 

  -تمرین

𝑧(n) =  5z(n − 1) − 7z(n − 2) + 3z(n − 3), n > 2 

z(0) = 1, z(1) = 2, z(2) = 3 

 



 طراحی الگوریتم

 بازگشتی خطی ناهمگن 

  -تعریف

𝑎0𝑧𝑛 + 𝑎1𝑧n−1 + ⋯ + 𝑎𝑘𝑧n−k = 𝑓(𝑛) 

پس صرفا    . گن یافت نشده استمعادله ناهم  حل  روش عمومی شناخته شده جهت

   .از موارد خاص است  مثالی زیر  .کنیمتوابعی خاصی را بررسی می

𝑎0𝑧𝑛 + 𝑎1𝑧n−1 + ⋯ + 𝑎𝑘𝑧n−k = 𝑏𝑛𝑝(𝑛) 

مثال زیر    .بازگشتی خطی همگن حل کرد   هتوان با تبدیل آن بحالت خاص اخیر را می 

   .را ببینید

𝑧𝑛  -مثال − 3𝑧𝑛−1 = 4𝑛, 𝑧0 = 0, 𝑧1 = 4 

nبا    nجانشینی    -1 − 1 

𝑧𝑛−1 − 3𝑧𝑛−2 = 4𝑛−1 

 4له اصلی بر  دتقسیم دو طرف معا  -2

𝑧𝑛

4
−

3𝑧𝑛−1

4
= 4𝑛−1 

بخش    -3 معادله  یکسان هستند  2و    1دو  راست  سمت      .دارای سمت  چپ  پس 

  ها هم با هم برابر است و در نتیجه داریم،معادله 

𝑧𝑛

4
−

7𝑧𝑛−1

4
+ 3𝑧𝑛−2 = 0 

 یا  

𝑧𝑛 − 7𝑧𝑛−1 + 12𝑧𝑛−2 = 0 

 امکان حل با معادله بازگشتی خطی همگن 
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𝑟2 − 7𝑟 + 12 = (𝑟 − 3)(𝑟 − 44) = 0 

𝑧(𝑛) = 𝑎3𝑛 + 𝑏4𝑛 

 با اعمال شرایط اولیه داریم

𝑧(𝑛) = +4𝑛+1 − 4(3𝑛) 

  . سخ نخست از جواب همگن حاصل شده استاپ   .است  4𝑛و      3𝑛پس دارای دو جواب  

   .شودی حاصل میشتسخ دوم از بخش ناهمگن معادله بازگاپ

 قضیه معادله بازگشتی خطی ناهمگن به صورت 

𝑎0𝑧𝑛 + 𝑎1𝑧n−1 + ⋯ + 𝑎𝑘𝑧n−k = 𝑏𝑛𝑝(𝑛) 

 توان به معادله خطی باگشتی همگن با معادله مشخصی زیر  می  ار

 

(𝛼0𝑟𝑘 + 𝛼1𝑟𝑘−1 + ⋯ + 𝛼𝑘𝑟0)(𝑟 − 𝑏)𝑑+1 = 0 

 

رای دو بخش معادله  اپس معادله مشخصه د  .است  p(n)درجه     dل کرد که  یتبد

 گن معادله بازگشتیممشخصه متناظر بازگشت همگن و ضریب حاصل از بخش ناه

 . است

  -مثال

𝑧(𝑛) − 3𝑧(𝑛 − 1) = 4𝑛(2𝑛 + 1), 𝑛 > 1 

𝑧(0) = 0, 𝑧(1) = 12 

 له مشخصه از بخش همگن معادله دن معاتفای    -1
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𝑧(𝑛) − 3𝑧(𝑛 − 1) = 0 ⟹ 𝑟 − 3 = 0 ⟹ 𝑟 = 3 

 یافتن بخش متناظر ناهمگن معادله  -2

(𝑟 − 𝑏)𝑑+1 = (𝑟 − 4)1+1 = (𝑟 − 4)2 

 و حل معادله   اعمال قضیة اخیر  -3

(𝑟 − 3)(𝑟 − 4)2 = 0 

 اعمال قضیه قبلی   -4

𝑧(𝑛) = 𝑎3𝑛 + 𝑏4𝑛 + 𝑐𝑛4𝑛 

 با بررسی شرایط اولیه   -5

𝑧(𝑛) = 20(3𝑛) − 20(4𝑛) + 8(𝑛4𝑛) 

 

z(n) -تمرین − z(n − 1) = n − 1, 𝑧(0) = 0 

  .کنید  اثباتقضیه را    -تمرین

 

 تغییر متغیر ) تبدیل دامنه(

   -مثال

𝑍(𝑛) = 𝑍 (
𝑛

2
) + 1, 𝑍(1) =  1 

𝑛 = 2𝑘 , 𝑘 = log 𝑛 

𝑍(2𝑘) = 𝑍 (
2𝑘

2
) + 1 = 𝑍(2𝑘−1) + 1 
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𝑧𝑘 = 𝑍(2𝑘) 

𝑧𝑘 = 𝑧𝑘−1 + 1 

𝑧𝑘 = 𝑘 

𝑍(2𝑘) = 𝑧𝑘 = 𝑘 ⟹ 𝑍(𝑛) = log 𝑛 

𝑍(𝑛) =  1 + 𝑙𝑜𝑔𝑛 

   -مثال

𝑍(𝑛) = 2𝑍 (
𝑛

2
) + 𝑛 − 1, 𝑍(1) = 0 

𝑛 = 2𝑘 , 𝑘 = log 𝑛 

𝑍(2𝑘) = 2𝑍 (
2𝑘

2
) + 2𝑘 − 1 = 2𝑍(2𝑘−1) + 2𝑘 − 1 

𝑧𝑘 = 𝑍(2𝑘) 

𝑧𝑘 = 2𝑧𝑘−1 + 2𝑘 − 1 

𝑧𝑘 = 2𝑘 + 𝑘2𝑘 

𝑍(2𝑘) = 2𝑘 + 𝑘2𝑘 = 𝑘 ⟹ 𝑍(𝑛) = 𝑛 + 𝑛 log 𝑛 

 

𝑍(𝑛) = 𝑛𝑙𝑜𝑔𝑛 − (𝑛 − 1) 

  -تمرین

𝑍(𝑛) = 7𝑍 (
𝑛

2
) + 18 (

𝑛

2
)

2
, 𝑍(1) = 0 



 طراحی الگوریتم

 حل معادلات بازگشتی با جانشینی

توان از صنعت جانشینی بهره  خ رسید میاسهای قبل به پدر صورتی که نتوان با روش 

   .برد

 - مثال

𝑧𝑛 = 𝑧𝑛−1 +
2
𝑛

, 𝑧1 = 0 

𝑧𝑛 = 𝑧𝑛−1 +
2
𝑛

 

𝑧𝑛−1 = 𝑧𝑛−2 +
2

𝑛 − 1
 

𝑧𝑛−2 = 𝑧𝑛−3 +
2

𝑛 − 2
 

⋮ 

𝑧2 = 𝑧1 +
2
2
 

𝑧1 = 0 

𝑧𝑛 = 𝑧𝑛−1 +
2
𝑛

 

= 𝑧𝑛−2 +
2

𝑛 − 1
+

2
𝑛

 

= 𝑧𝑛−3 +
2

𝑛 − 2
+

2
𝑛 − 1

+
2
𝑛

 

⋮ 

= 0 +
2
2

+
2

𝑛 − 2
+

2
𝑛 − 1

+
2
𝑛
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= 2 ∑
1
𝑖

n

i=2

= 2 ln 𝑛 

 درختی وشر

z(n) = 2z (
n

2
) + θ(n) 

 

 

 

  z(n) = 3z (
n

4
) + θ(n2) 
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𝑧(𝑛) = 𝑛2 +
3
16

𝑛2 + (
3
16

)
2

𝑛2 + ⋯ + (
3
16

)
log4 𝑛

𝑛2

+ θ(𝑛log4 3) 

= ∑ (
3
16

)
𝑖

𝑛2

log4 𝑛

𝑖=0

+ θ(𝑛log4 3) 

< ∑ (
3
16

)
𝑖

𝑛2

∞

𝑖=0

+ θ(𝑛log4 3) 

=
1

1 − (
3
16)

𝑛2 + θ(𝑛log4 3) 

=
16
13

𝑛2 + θ(𝑛log4 3) 
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= 𝑂(𝑛2) 

 

 مثال نامنظم 

𝑇(𝑛) = 𝑇 (
𝑛

3
) + 𝑇 (

2𝑛

3
) + 𝜃(𝑛) 

 

 

𝑛𝑙𝑜𝑔𝑛  

 فرض کنیم که  .اصل حل روابط تقسیم و غلبه  قضیه

{
𝑧(𝑛) = 𝑎𝑧 (

𝑛

𝑏
) + 𝑐𝑛𝑘

𝑡(1) = 𝜃(1)
 

𝑎اعداد مثبت و    cو    bو    aکه   ≥ bو    1 >  گاه ، آن1

𝑏𝑘اگر    -الف < 𝑎  گاه  آن𝑧(𝑛) = 𝜃(𝑛log𝑏 𝑎) 
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𝑏𝑘اگر    -ب = 𝑎  گاه  آن𝑧(𝑛) = 𝜃(𝑛𝑘 log 𝑛) 

𝑏𝑘اگر    -ج > 𝑎  گاه  آن𝑧(𝑛) = 𝜃(𝑛𝑘) 

   -اثبات

جانشینی   درصورت  𝑧(𝑛)نکته:  = 𝑎𝑧 (
𝑛

𝑏
) + 𝑐𝑛𝑘    با𝑧(𝑛) ≤ 𝑎𝑡 (

𝑛

𝑏
) +

𝑐𝑛𝑘  (𝑧(𝑛) ≥ 𝑎𝑡 (
𝑛

𝑏
) + 𝑐𝑛𝑘  نتایج با )O   یاΩ   جانشین خواهد شد.   

𝑧(𝑛)  -مثال = 8z (
𝑛

4
) + 5𝑛2 

8 < 42 ⟹ 𝑧(𝑛) ∈ Θ(𝑛2) 

𝑧(𝑛)  -مثال = 9z (
𝑛

3
) + 5𝑛1 

9 > 31 ⟹ 𝑧(𝑛) ∈ Θ(𝑛log3 9) = Θ(𝑛2) 

𝑧(𝑛)  -مثال = 2𝑧 (
𝑛

2
) + 1 

𝑧(𝑛)  -مثال = 2𝑧 (
𝑛

2
) + 𝑛 

𝑧(𝑛)  -مثال = 𝑧 (
2𝑛

3
) + 1 

𝑧(𝑛)  -مثال = 3z (
𝑛

3
) + 𝑛2 

 

 حل روابط تقسیم و غلبه عمومی قضیه

 معادله بازگشتی زمان اجرای الگوریتمی  عبارت است از  فرض کنیم که    
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{
𝑧(𝑛) = 𝑎𝑧 (

𝑛

𝑏
) + 𝑓(𝑛), 𝑛 = 𝑏𝑚

𝑧(1) = 𝜃(1)
 

𝑎اعداد مثبت و    cو    bو    aکه   ≥ bو    1 > 1  ،C>0    وf(n)>0   گاه آن 

𝑓(𝑛)اگر    -الف = 𝑜(𝑛log𝑏 𝑎)  گاه  آن𝑧(𝑛) = 𝜃(𝑛log𝑏 𝑎) 

𝑓(𝑛)اگر    -ب = 𝜃(𝑛log𝑏 𝑎)  گاه  آن𝑧(𝑛) = 𝜃(𝑛log𝑏 𝑎 log 𝑛) 

𝑓(𝑛)اگر    -ج = 𝜔(𝑛log𝑏 𝑎)  گاه  آن𝑧(𝑛) = 𝜃(𝑓(𝑛)) 

 

𝑧(𝑛)  -مثال = 100𝑧 (
𝑛

99
) + log 𝑛! 

𝑧(𝑛)  -مثال = 8𝑧 (
𝑛

9
) + 𝑛 log 𝑛 

𝑧(𝑛)  -مثال = 4z (
𝑛

2
) + 5𝑛2 + 𝑛𝑙𝑜𝑔 𝑛 + 6𝑛 

رابطه    -لم در  𝑧(𝑛)اگر  = 𝑎𝑧 (
𝑛

𝑏
) + 𝑓(𝑛)    باشیم 𝑓(𝑛)داشته  =

𝜃(𝑛log𝑏 𝑎 log𝑗 𝑛)  گاهآن  𝑧(𝑛) = 𝜃(𝑛log𝑏 𝑎 log𝑗+1 𝑛) 

  .کنید  ثباتا  -تمرین

 

 

 باتزی-بازگشت اکرا

𝑧(𝑛) = 𝑓(𝑛) + ∑ 𝑎𝑖𝑧(
𝑛

𝑏𝑖
)

𝑘

𝑖=1
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𝑧(𝑛) = 𝜃(𝑛𝑝) + 𝜃 (𝑛𝑝 ∫
𝑓(𝑥)

𝑥𝑛+1 𝑑𝑥

𝑛

𝑛′

) 

 

    ها تمیالگور یاحتمال  لیتحل
  ی هابلکه به انتخاب  ینه تنها به ورود   تمی، رفتار الگورجدید  یهاتمیاز الگور  یاریبس  در

  ی زمان  كِیکلاس  لیتحل  شودیامر باعث م  نیا  .وابسته است  زین  تمیدرون الگور  یتصادف

حالت انجام    نیبهتر  ای  ن،یانگی م  ن،یدر بدتر  اتیکه صرفاً بر اساس تعداد عمل  ،ییو فضا

لازم است با    نیبنابرا  .نباشد  یکاف  ییهاتمیالگور  نیدرک کامل رفتار چن  یبرا   ،شدیم

  ی با استفاده از ابزارها   تمیآن، عملکرد الگور  باکه    آشنا شدی  احتمال  لیتحل  میمفاه

  ی رها یمتغ  ی دیکل  میبخش، مفاه  نیا  در  .ردیگی قرار م  یاحتمال و آمار مورد بررس

  ت یتقو  یها كیو تکن  ،نانیاطم،  خطا  یهاکران،  احتمال صحتی،  اضیر  دیامی،  تصادف

معرفیرا     ر ینظ  ییهاتمیالگور  لیتحل  یربنایزمزبور    می مفاه  .میکنی م  مختصرا 

 .هستند  ساز، فیلتر بلوم، و امثالهمدرهم  یهاتم یالگور  ،یتصادف  سازی سریعمرتب 

   یتصادف یرهایمتغ

را با    تمیآن است که رفتار الگور  ید کلیمرحلة    كی  ،یتصادف  یهاتمیالگور  لیتحل  در

 یتصادف  ندیفرآ  ك ی  جة یاست که نت  یمقدار  یتصادف  ریمتغ  . میمدل کن  یتصادف  ریمتغ

،  های درهمتصادم تعداد    تم،یالگور  یمثلاً ممکن است زمان اجرا   .دهدیم  شیرا نما

  اگر ،  نمونه  یبرا  .میمدل کن  ی تصادف  ریرا با متغ  تمیالگور  یخروج  یحت  ای  ،هاتعداد گام 

الگور انتخاب شود، تعداد    ی محور به طور تصادف  ،یتصادف  سازی سریعمرتب   تمیدر 

 در   .کندیم   رییتغ  تمیالگور  یهااست که بر اساس انتخاب   یتصادف  یریمتغ  هاسه یمقا

 یرفتار آمار   درک بهتریو هدف    میدهیم  شی نما  Xرا با    ریمتغ  نیمعمولاً ا  ل،یتحل

 . به جای حالتی خاص از آن است  آن
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     یاض ی ر دیام
 كی  یاضیر   دیام   .است  یتصادف  یهاتم یالگور  ل یابزار در تحل  نیترمهم   یاضیر  دیام

ها احتمال وقوع  که وزن  یممکن آن است، طور   ریمقاد  یوزن  نیانگیم  X  یتصادف  ریمتغ

بار اجرا    تینهایب  تمیالگور  »اگرکند  روشن می  یاضیر  دیتر، امساده  ان یب  به  .هستند

 چقدر خواهد بود؟«  اتیتعداد عمل   ایزمان اجرا    نیانگی م  ،شود

و   𝑂(𝑛2) معمولی، بدترین حالت سازی مرتب  در:  صادفیسازی تمرتب  تحلیل  -مثال

حالت که  .است 𝑂(𝑛log 𝑛) بهترین  درصورتی  تصادفی  محور  اما  صورت  به  را 

ب برابر  اجرا  امید ریاضی زمان  و  وابسته نیست  اجرا به ورودی  ا  انتخاب کنیم، زمان 

𝐸[𝑇(𝑛)] = 𝑂(𝑛log 𝑛)  است . 

 احتمال اینکه هر دو عنصر با هم مقایسه شوند برابر ت:  اثبا
2

𝑗−𝑖+1
با جمع زدن    .است 

 :هاروی همه جفت 

𝐸[𝑇(𝑛)] = ∑ ∑
2

𝑗 − 𝑖 + 1

𝑛

𝑖=0

𝑛

𝑖=0

= 𝑂(𝑛log 𝑛) 

  ی فراوان   نیمقدار خطا در تخم  ز،ی ن  Count-Min Sketchمثل    ییهاتمیالگور  در

 . شودیم  لی تحل  یاضیر  دی عناصر با استفاده از ام

 احتمال صحت  

ن  شهیهم  یتصادف  یهاتمیالگور  در اجرا مهم  زمان  با  .ستیتنها  دانست که    دیبلکه 

 کند؟« ی م  دیجواب درست تول  یبا چه احتمال  تمیالگور»

 : شوندیم  میاز نظر صحت به دو دسته مهم تقس  یاحتمال  یهاتمیالگور

الگور ) مونت   ی هاتمیالف(  اما  ،  هستند  عیسر  شهیهمکه  (   Monte Carloکارلو 

خطا معمولاً کوچك و قابل کنترل    زانی م، و  ها نادرست باشدآن   یاحتمال دارد خروج

 .ندارد  کاذب  یبدهد، اما منف  مثبت کاذب  تواندیم  هفیلتر بلوم ک:  مثال   .است
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اما  ،  کنندیم   دیجواب درست تول  شهیهم:  (Las Vegasوگاس ) لاس   یهاتمیب( الگور

  ع ی اجرا سر  نیانگیم  که   ی تصادف  اتنخاب سریع:  مثال   .است  یها تصادفآن  یزمان اجرا 

معمولاً احتمال سلامت    ل،یتحل  در  .در موارد نادر ممکن است کند شود  یاست، ول

− 1یا     [صحت]𝑃𝑟  چون  ییرا با نمادها  یخروج 𝛿  که    م،یدهیم  شینما𝛿    احتمال

 . خطا است 

 

 خطا     یهاکران 

محدودة    میتوانیآن است که به کمك آن م  یاحتمال  لیتحل  ید یکل  یهایژگیاز و  یکی

  م ی ها معمولاً از مفاهکران   نیا  .میکن  انیب  قیدق  یاضی را با روابط ری  دقت خروج  ای  خطا

نامساوی  نامساوی و  کران  چبیشف،    مارکوف،  )چرنوف،  بزرگ  اعداد    ( LLNقانون 

  م ی داشته باش  تمیاز رفتار الگور  یقیفهم دق  کنندیابزارها کمك م  نیا  .ندیآی دست مبه

بدان معقول  میو  حد  از  هرگز  شد  شتریب  ی خطا  کران   .نخواهد  از  برای  خطا،  زدن 

 . شودهای زیر استفاده می نامساوی 

𝑎 و 𝑋 برای متغیر تصادفی غیرمنفی:  فوالف( نامساوی مارک  > 0  : 

𝑃(𝑋 ≥ 𝑎) ≤
𝐸[𝑋]

𝑎
 

اجرا:  کاربرد زمان  میانگین  اجرا   𝑂(𝑛log 𝑛) اگر  زمان  اینکه  احتمال  باشد، 

 بیشتر شود حداکثر  100𝑛log 𝑛 از
1

100
 . است 

 : ب( نامساوی چبیشف

𝑃(∣ 𝑋 − 𝐸[𝑋] ∣≥ 𝑎) ≤
𝑉𝑎𝑟(𝑋)

𝑎2  

 

 . وردایی کاربرد داردبرای کنترل    کارلومونت   هایدر الگوریتم : کاربرد
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   تیو تقو نانیاطم

احتمال    ج،ی نتا  بیو ترک  تمیبا تکرار مستقل الگور  توانیم  ها،تم یاز الگور  یاریبس  در

به صورت چشمگ را  داد  یر یخطا  ا  .کاهش    ت یتقو  Amplification  ندیفرا  نیبه 

موفق می  تیاحتمال  اساس  تقویت    .شودگفته  این  بر  اجرا پیروزی  اگر  که    ی است 

را به   تیاحتمال موفق  بارة آن  چندین  داشته باشد، تکرار  p  تیاحتمال موفق  تمیالگور

  80  با احتمال  یتمیالگور  درصورتی که   مثال:  ی برا   .رساندمی  1  ازدلخواه    ایفاصله

پاسخ صحیح را تولید کند، اجرای ده باره و تصمیم بر اساس رای اکثرت احتمال    درصد

نهایی را به صورت نمایی کاهش می اجرا،  دهد.  خطای    ی بار و گرفتن رأ  10  یبا 

   .شودیکوچك م  ییبه شکل نما  یینها  یاحتمال خطا   تْیاکثر

چرنوف )تقویت  احتمال  :هوفدینگ( -قضیه  با  الگوریتمی  𝑝 اگر  =
1

2
+ 𝛾   پاسخ

 :بار تکرار و رأی اکثریت 𝑡 ، بادرست را برگرداند

𝑃( خطا) ≤ 𝑒−2𝛾2𝑡 

𝑝 برای   -مثال = 𝛾یا   0.6 = 𝑡 و  0.1 =  احتمال خطا برابر است با    100

𝑃( خطا) ≤ 𝑒−2×0.01×100 = 𝑒−2 ≈ 0.135 

𝑡 با = 𝑝𝑟 خطا برابر است با    گاهآن 200 ≤ 𝑒−4 ≈ 0.0. 

  ار یمحور بساحتمال   یهاتمیو الگور  LSHاز ساختارها مثل    یاریبس  لیروش در تحل  نیا

(  rows per band)  سازهادرهم( و تعداد  bands، تعداد باندها )LSH  در  .مهم است

 . را دارد  كینزد  یهاهیکردن همسا  دا یاحتمال پ  کنندةتینقش تقو  قاًیدق

های تصادفی  زمان اجرای الگوریتمتا    دهدها به ما امکان میاحتمالی الگوریتمتحلیل  

با ریاضي را  کران  صحت یا خطا احتمال ،  بسنجیم امید  با  مارکف،  را  مانند  هایی 

، احتمال موفقیت را به مقدار دلخواه نزدیك  تقویت با،  چبیشف، و چرنوف کنترل کنیم



 طراحی الگوریتم

 Bloom Filter، Count-Min ای تقریبی مانندساختارهای داده ، و  برسانیم  1به  

Sketch ، HyperLogLog ، MinHash   وLSH   را طراحی و تحلیل کنیم. 

 

 پیوست مقدمات ریاضی 

 :  خاصیت یکنوائی

𝑚افزایشی یکنوا است اگر    𝑓(𝑛)تابع   • ≤ 𝑛  گاه  آن𝑓(𝑚) ≤ 𝑓(𝑛). 

𝑚کاهشی یکنوا است اگر    𝑓(𝑛)تابع   • ≤ 𝑛  گاه  آن𝑓(𝑚) ≥ 𝑓(𝑛). 

اگر    𝑓(𝑛)تابع   • است  یکنوا  افزایشی  𝑚اکیدا  < 𝑛   گاه  آن𝑓(𝑚) <

𝑓(𝑛). 

اگر    𝑓(𝑛)تابع   • است  یکنوا  کاهشی  𝑚اکیدا  < 𝑛  گاه  آن𝑓(𝑚) >

𝑓(𝑛). 

 سقف و کف 

• ⌊𝑛⌋ = 𝑛 = ⌈𝑛⌉ 
• 𝑥 − 1 < ⌊𝑥⌋ ≤ x ≤ ⌈𝑥⌉ < 𝑥 + 1 

• −⌊𝑥⌋ = ⌈−𝑥⌉   یا−⌈𝑥⌉ = ⌊−𝑥⌋ 

• ⌈
𝑛

2
⌉ + ⌊

𝑛

2
⌋ = 𝑛 

• ⌈
⌈

𝑛

𝑎
⌉

b
⌉ = ⌈

n

ab
⌉ 

• ⌊
⌊

𝑛

𝑎
⌋

b
⌋ = ⌊

𝑛

𝑎𝑏
⌋ 

• ⌈
𝑎

b
⌉ ≤

(𝑎+(𝑏−1))

𝑏
 

• ⌊
𝑎

𝑏
⌋ ≥

(𝑎+(𝑏−1))

𝑏
 

• ⌊𝑛 + 𝑥⌋ = 𝑛 + ⌊𝑥⌋ 
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• ⌈𝑛 + 𝑥⌉ = 𝑛 + ⌈𝑥⌉ 

 ریاضی پیمانه

• 𝑎%𝑛 = 𝑎 − 𝑛 ⌊
𝑎

𝑛
⌋ 

• 0 ≤ 𝑎%𝑛 < 𝑛 

 هانمایی

• lim
n→∞

𝑛𝑏

𝑎𝑛 = 0 

• 𝑛𝑏 = 𝑜(𝑎𝑛) 

• 𝑒𝑥 = ۱ + 𝑥 +
𝑥۲

۲
+ ⋯ +

𝑥𝑛

𝑛!
+ ⋯ 

• ۱ + 𝑥 ≤ 𝑒𝑥 

|x|اگر   • ≤ ۱گاه  ، آن 1  + 𝑥 ≤ 𝑒𝑥 ≤ ۱ + 𝑥 + 𝑥۲ 

• 𝑒𝑥 = ۱ + 𝑥 + θ(𝑥۲) 

• lim
n→∞

(1 +
𝑥

n
)

n
= 𝑒𝑥 

 

 لگاریتم

• 𝑎 = 𝑏log𝑏𝑎 

• log𝑏𝑎 =
log𝑐𝑎

log𝑐𝑏
 

• log𝑏 (
1

𝑎
) = −log𝑏𝑎  

• log𝑏𝑎 =
1

log𝑎𝑏
 

• 𝑎log𝑏𝑛 = 𝑛log𝑏𝑎 

𝑥اگر   • < 𝑦  گاه  آنlog 𝑥 < log 𝑦 

 هاای دوجمله 



 طراحی الگوریتم

• (𝑥 + 𝑦)𝑛 = ∑ (
𝑛
𝑟

)𝑛
𝑟=0 𝑥𝑛−𝑟𝑦𝑟 

• (
𝑛
𝑟

) = (
𝑛

𝑛 − 𝑟
) 

• (
𝑛
𝑟

) = (
𝑛 − 1

𝑟
) + (

𝑛 − 1
𝑟 − 1) 

• ∑ (
𝑚
𝑟

) (
𝑛

𝑘 − 𝑟
)𝑘

𝑟=0 = (
𝑚 + 𝑛

𝑘
) 

 هافاکتوریل

• 𝑛! = 𝑜(𝑛𝑛) 

• 𝑛! = 𝜔(2𝑛) 

• log(𝑛!) = Θ(𝑛 log 𝑛) 

• 𝑛! = √2𝜋𝑛 (
𝑛

𝑒
)

𝑛
(1 + 𝜃 (

1

𝑛
)) 

• 𝑛! = √2𝜋𝑛 (
𝑛

𝑒
)

𝑛
𝑒𝛼𝑛     به طوری که

1

12𝑛+1
< 𝛼𝑛 <

1

12𝑛
 

!𝑛  استرلینگ  معادلة • ≅ √2𝜋𝑛 (
𝑛

𝑒
)

𝑛
 

 هاسری 

∑ 𝑟

𝑛

𝑟=0

=
𝑛(𝑛 + 1)

2
 

∑ 𝑎𝑟

𝑛

𝑟=0

=
𝑎𝑛+1 − 1

𝑎 − 1
 

∑ 𝑎𝑟

∞

𝑟=0

=
1

1 − 𝑎
, 0 < 𝑎 < 1 

 

 


